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Résumé

Lorsque certaines prestations de l’assureur font intervenir les réserves du contrat, l’application directe
du principe d’équivalence ne permet généralement plus d’en déterminer les primes. Cette note dé-
taille la manière de mener à bien les calculs actuariels en pareil cas, à l’aide de l’équation de Thiele et
du théorème de Cantelli. La méthode consiste à associer au contrat considéré un contrat fictif sans ce
type de prestations, et d’invoquer le principe d’équivalence. Dans certains cas, cette approche simple
et élégante ne s’applique malheureusement pas. Une solution efficace consiste alors à recourir à un
schéma d’Euler afin de résoudre numériquement l’équation de Thiele et d’en déduire les primes et les
réserves. Cette approche numérique permet d’ailleurs d’obtenir les primes et les réserves en fonction
des prestations prévues dans le contrat, s’avérant souvent suffisantes pour les besoins de la pratique.
Les techniques utilisées dans cette note sont illustrées à l’aide de plusieurs exemples. L’annexe résume
brièvement les éléments principaux de théorie actuarielle relatifs au problème considéré.
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Chapitre 1

Exemple introductif

1.1 Contexte

Considérons une assurance mixte sur une tête de 30 ans, de durée 10 ans, avec des capitaux vie et
décès tous deux égaux à €100 000. Le contrat prévoit en outre une option de rachat : la valeur de
rachat est égale à la réserve, avec une pénalité fixée à 20% de celle-ci durant les 5 premières années,
sans pénalité par la suite. Compte tenu de la pénalité, l’assureur s’attend à un taux de rachat de
5% durant la première période de 5 ans. Le taux de mortalité est constamment égal à 0.001 et le
taux d’intérêt technique est fixé à 0.25% sur base annuelle 1. Ceci revient à dire que la probabilité
de survivre une durée s vaut exp(−s × 0.001) tandis que la probabilité de maintien en vigueur du
contrat pendant la même durée vaut exp

�

− s× (0.001+ 0.05)
�

au cours des 5 premières années.

Le calcul de la prime unique (et partant des primes périodiques) relative à ce contrat est moins
simple qu’il n’y paraît puisque certaines prestations dépendent de la réserve. Classiquement, deux
approches sont possibles :

- soit l’actuaire associe un contrat fictif au contrat considéré, avec des bases techniques modi-
fiées, pour lequel les calculs se feront comme à l’accoutumée ;

- soit il discrétise le temps et détermine les réserves récursivement, en partant de l’échéance (où
la réserve vaut le capital vie au terme) pour remonter jusqu’à la date de souscription (où la
réserve coïncide avec la prime unique).

Nous illustrons ces deux approches sur notre exemple introductif.

1.2 Bilan financier instantané

Notons V (t) la réserve de ce produit à l’instant t. Le taux d’intérêt instantané δ associé au taux
technique annuel vaut δ = ln(1.0025). Nous prenons la souscription du contrat comme l’origine du
temps. À l’instant 0, la prime unique est versée par l’assuré. Le bilan financier instantané du contrat
à l’instant t entre 0 et 5 est le suivant :

1. Taux en vigueur en octobre 2017 pour un produit du type capital différé commercialisé par un grand assureur belge.



1.2 Bilan financier instantané

Recettes (+)

• intérêts produits par la réserve au taux d’intérêt instantané δ = ln(1.0025), soit

ln(1.0025)V (t)

• pénalité en cas de rachat au taux instantané 0.05, soit

0.05× 20%× V (t) = 0.01V (t)

Dépenses (–)

• prestation en cas de décès de l’assuré au taux instantané 0.001, soit

0.001
�

100 000− V (t)
�

.

Nous voyons que les flux aléatoires sont probabilisés à l’aide des taux instantanés de transition dans
ce bilan financier instantané. Notez que seul le flux net en cas de décès est pris en compte : l’assureur
doit verser au bénéficiaire le capital prévu, soit €100 000 dans notre exemple, mais il dispose pour
ce faire de la réserve V (t) qui se libère. Le flux net est donc le capital sous risque 100 000− V (t).

Un tel bilan financier instantané, exprimé sous forme de la différentielle dV (t) de la réserve V (t), est
connu sous le nom d’équation de Thiele. Les annexes reprennent les grandes lignes de ces résultats
(le lecteur peut néanmoins se limiter au contenu du texte principal, dont le niveau technique est
plus abordable). Nous renvoyons le lecteur intéressé aux ouvrages de Denuit et Robert (2007) ou de
Dickson et al. (2009) pour une présentation détaillée.

Nous sommes bien entendu libres de transférer certains flux d’un poste à l’autre, en changeant le
signe si nécessaire. Ceci donne dans notre exemple :

Recettes (+)

• intérêts produits par la réserve au taux d’intérêt instantané δ = ln(1.0025), soit

ln(1.0025)V (t)

Dépenses (–)

• en rebalançant les termes,

−0.01V (t) + 0.001
�

100 000− V (t)
�

= 0.011
�

100 000×
0.001
0.011

− V (t)
�

.

Ce bilan financier correspond à celui d’une assurance mixte de capital décès

100 000×
0.001
0.011

= 9 090.91

avec un taux de mortalité de 0.011 et un taux d’intérêt technique inchangé.

Le bilan financier instantané du contrat à un instant t supérieur à 5 ans s’établit comme suit :

Recettes (+)

• intérêts produits par la réserve au taux d’intérêt instantané δ = ln(1.0025), soit

ln(1.0025)V (t)
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1.3 Equation différentielle

Dépenses (–)

• prestation en cas de décès de l’assuré au taux instantané 0.001, soit

0.001
�

100 000− V (t)
�

.

Le rachat n’entraînant ni recettes ni dépenses (puisque l’assureur se borne à verser la réserve dont
il dispose), n’apparaît plus dans le bilan instantané durant les 5 dernières années de couverture. On
reconnaît là le bilan financier d’une assurance mixte de capital décès €100 000 avec un taux de
mortalité et un taux d’intérêt technique inchangés, ne prévoyant donc plus l’option de rachat.

Le théorème de Cantelli garantit à l’actuaire que deux produits ayant même bilan financier instan-
tané sur toute leur durée (entendez, leurs équations différentielles de Thiele coïncident pendant
toute la période de couverture) ont constamment les mêmes réserves. Le produit initialement consi-
déré est donc équivalent à une assurance mixte à capital décès variable, sans option de rachat. Plus
précisément, l’actuaire pourra mener ses calculs à bien en considérant le produit fictif suivant :

- durée 10 ans ;

- capital vie de €100 000 ;

- capital décès de €9 090.91 en cas de décès au cours de 5 premières années, passant ensuite à
€100 000 ;

- pas d’option de rachat ;

- taux de mortalité constamment égal à 0.011 durant les 5 premières années, passant par la suite
à 0.001 ;

- taux d’intérêt technique de 0.25% sur base annuelle.

1.3 Equation différentielle

L’analogue formel des arguments évoqués ci-dessus consiste à raisonner sur base de la dérivée de la
réserve puis à résoudre l’équation différentielle ainsi obtenue. Précisément, la fonction t 7→ V (t)
est continue sur l’intervalle ouvert (0,10), présentant un saut de discontinuité vers le haut à la
souscription (à l’instant 0, donc) de hauteur égale à la prime unique, ainsi qu’un saut de discontinuité
vers le bas à l’échéance (à l’instant 10, donc), d’amplitude égale à la prestation en cas de vie au
terme. Cette fonction est dérivable sur l’intervalle ouvert (0, 10), sauf en 5 où les dérivées à gauche
et à droite diffèrent. La dérivée de la réserve du produit initial, qui exprime donc le bilan financier
instantané du produit, vaut

d
dt

V (t) =







ln(1.0025)V (t) + 0.01V (t)− 0.001
�

100 000− V (t)
�

pour 0< t < 5

ln(1.0025)V (t)− 0.001
�

100 000− V (t)
�

pour 5< t < 10
(1.1)

qui peut se réécrire

d
dt

V (t) =







ln(1.0025)V (t)− 0.011
�

9 090.91− V (t)
�

pour 0< t < 5

ln(1.0025)V (t)− 0.001
�

100 000− V (t)
�

pour 5< t < 10.
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1.3 Equation différentielle

La solution de cette équation différentielle, connue sous le nom d’équation de Thiele, est donnée par

V (t) =



































9 090.91
∫ 5

t exp(−0.011× (s− t))0.011(1.0025)−(s−t)ds

+100 000 exp(−(5− t)× 0.011)
∫ 5

0 exp(−0.001× s)0.001(1.0025)−(5−t)−sds
+100 000 exp(−(5− t)× 0.011− 5× 0.001)(1.0025)−(10−t) pour 0< t < 5

100 000
∫ 10

t exp(−0.001× (s− t))0.001(1.0025)−(s−t)ds
+100 000 exp(−(10− t)× 0.001)(1.0025)−(10−t) pour 5< t < 10.

Pour s’en convaincre, il suffit de dériver l’expression ci-dessus et de vérifier qu’on retrouve bien la
dérivée annoncée (ou d’appliquer les résultats généraux rappelés en annexe à cet exemple particu-
lier).

La prime unique PU relative à ce produit est obtenue en résolvant V (0) = 0. Elle vaut donc

PU = 9 090.91

∫ 5

0

exp(−0.011× t)0.011(1.0025)−t d t

+100 000 exp(−5× 0.011)

∫ 5

0

exp(−0.001× t)0.001(1.0025)−5−t d t

+100 000 exp(−5× 0.011− 5× 0.001)(1.0025)−10

= 9 090.91×
0.011

0.011+ ln 1.0025

�

1− exp(−5× 0.011)(1.0025)−5
�

+100 000× exp(−5× 0.011)(1.0025)−5 ×
0.001

0.001+ ln1.0025

�

1− exp(−5× 0.001)(1.0025)−5
�

+100 000× exp(−5× 0.011− 5× 0.001)× (1.0025)−10

= 92 800.91.

Cette prime unique peut être convertie en primes périodiques en divisant PU par le prix de rente
correspondant, ce dernier étant calculé dans les bases techniques du contrat fictif. Ainsi, la prime
annuelle PA payable par anticipation s’obtient en divisant PU par

5
∑

k=0

exp(−0.011k)1.0025−k + exp(−0.055)1.0025−5
4
∑

k=1

exp(−0.001k)1.0025−k ≈ 9.51.

Bien entendu, il s’agit là de calculs formels dans les bases de premier ordre, selon l’approche classique
chère aux actuaires. Les rachats doivent évidemment être pris en compte dans la gestion actif-passif
du produit. Ils peuvent néanmoins être négligés pour appliquer le principe d’équivalence et calculer
les réserves contractuelles.
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1.4 Calcul par récurrence : schéma d’Euler

1.4 Calcul par récurrence : schéma d’Euler

La seconde approche est quant à elle purement numérique et fournit un algorithme performant de
calcul. Il s’agit d’un schéma de récurrence d’Euler qui, à partir de la valeur de la réserve à l’échéance
(égale à la prestation en cas de vie au terme), reconstruit pas à pas la séquence des réserves jusqu’à
la souscription.

Choisissons un pas de discrétisation ∆t de l’intervalle [0, 10]. À l’instant t = 10, la réserve doit être
égale au capital promis en cas de vie au terme : V (10) = 100 000. Nous pouvons alors construire,
pas à pas, l’évolution de la réserve en partant de l’instant 10. L’idée est d’égaler V (t)− V (t −∆t) au
bilan financier instantané du produit.

Donnons le premier pas de la méthode et plaçons-nous à l’instant 10. Supposons ∆t suffisamment
petit tel que 10−∆t > 5. La première étape consiste à déterminer la valeur de la réserve à l’instant
10−∆t grâce au bilan instantané donné par :

Recettes (+)

• l’individu étant en vie à l’instant 10, il l’a nécessairement été en 10−∆t. Cela engendre un gain
sur la prestation qui aurait dû être payée en cas de décès de l’assuré au taux 0.001, soit

0.001×∆t ×
�

100 000− V (10−∆t)
�

.

Dépenses (–)

• passant de l’instant 10 à 10−∆t, nous perdons la capitalisation de la réserve sur une période ∆t,
soit

ln(1.0025)×∆t × V (10−∆t).

Dès lors, en terme de flux nets, nous obtenons

V (10−∆t)− V (10) = − ln(1.0025)×∆t × V (10−∆t) + 0.001×∆t ×
�

100 000− V (10−∆t)
�

.

En utilisant le fait que V (10) = 100 000, nous pouvons réécrire

V (10−∆t) =
100 000 (1+ 0.001×∆t)

1+∆t × (ln(1.0025) + 0.001)
. (1.2)

D’une manière générale, supposons que nous ayons construit la réserve jusqu’à l’instant t et que nous
voulons connaître sa valeur à l’instant t −∆t. Le bilan instantané vaut alors :

Recettes (+)

• l’individu étant en vie à l’instant t, il l’a nécessairement été en t −∆t. Cela engendre un gain sur
la prestation qui aurait dû être payée en cas de décès de l’assuré, valant

0.001×∆t ×
�

100 000− V (t −∆t)
�

.
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1.4 Calcul par récurrence : schéma d’Euler

Dépenses (–)

• le contrat étant toujours en vigueur à l’instant t, il l’a nécessairement été en t−∆t, ce qui engendre
une perte due au non-versement de la pénalité de rachat, valant

(

0.01×∆t × V (t −∆t) pour 0< t −∆t < 5

0 pour 5< t −∆t < 10

• passant de l’instant t à t−∆t, nous perdons la capitalisation de la réserve sur une période∆t, soit

ln(1.0025)×∆t × V (t −∆t).

En terme de flux nets, nous obtenons donc

V (t −∆t)− V (t) =























−
�

ln(1.0025) + 0.01
�

×∆t × V (t −∆t)

+ 0.001×∆t × (100 000− V (t −∆t))
pour 0< t −∆t < 5

− ln(1.0025)×∆t × V (t −∆t)

+ 0.001×∆t × (100 000− V (t −∆t))
pour 5< t −∆t < 10.

Cette égalité se résume in fine à une discrétisation de l’équation (1.1). Elle peut se réécrire comme

V (t −∆t) =







V (t)+0.001×100 000×∆t
1+(ln(1.0025)+0.001+0.01)×∆t pour 0< t −∆t < 5

V (t)+0.001×100 000×∆t
1+(ln(1.0025)+0.001)×∆t pour 5< t −∆t < 10.

(1.3)

Nous sommes donc capables de construire la réserve sur tout l’intervalle [0,10]. Soulignons que
cette approche dite à reculons, ou backward, ne requiert pas la connaissance de la prime unique
pour reconstituer les réserves. Par le principe d’équivalence, la réserve obtenue à l’instant t = 0 est
nulle alors que celle obtenue à l’instant t = 0+ (entendez par là t = 0+∆t pour ∆t suffisamment
petit) correspond à la prime unique, c’est-à-dire V (0+∆t) = PU.

Comme nous pouvons le constater sur le graphe à la Figure 1.1, la méthode converge rapidement
vers une solution stable en fonction du pas de discrétisation choisi.

En cas de financement par primes annuelles de montant PA, nous tenons compte du paiement de la
prime aux dates d’échéance lors de la construction pas à pas de la réserve. Néanmoins, la prime PA
est inconnue. On construit alors la réserve comme une fonction de cette dernière et on la détermine
ensuite en résolvant numériquement une équation implicite. Nous notons alors la réserve V (t, PA)
et nous construisons la fonction bidimensionnelle

(t, PA) 7→ V (t, PA) .

En partant du capital vie au terme fixé à V (10, PA) = 100 000, nous pouvons construire, pas à pas,
l’évolution de la réserve. L’idée est d’égaler V (t, PA)−V (t −∆t, PA) au bilan financier instantané du
produit.

Donnons le premier pas de la méthode et plaçons-nous à l’instant 10. Supposons que ∆t soit suffi-
samment petit tel que 10−∆t > 9. Dès lors, aucun paiement de prime n’est dû et le bilan instantané

6



1.4 Calcul par récurrence : schéma d’Euler
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FIGURE 1.1: PU en fonction de 10
∆t .

est identique à celui pour la prime unique développé ci-dessus. L’évolution de la réserve est donc
donnée par l’équation (1.2), c’est-à-dire

V (10−∆t, PA) =
100 000 (1+ 0.001×∆t)

1+∆t × (ln(1.0025) + 0.001)
.

D’une manière générale, supposons que nous ayons construit la réserve jusqu’à l’instant t et que nous
voulons connaître sa valeur à l’instant t −∆t. D’une part, si le paiement de PA est attendu entre ces
deux instants, le bilan instantané vaut alors :

Recettes (+)

• l’individu étant en vie à l’instant t, il l’a nécessairement été en t −∆t. Cela engendre un gain sur
la prestation qui aurait dû être payée en cas de décès de l’assuré, valant

0.001×∆t ×
�

100 000− V (t −∆t, PA)
�

.

Dépenses (–)

• le contrat étant toujours en vigueur à l’instant t, il l’a nécessairement été en t−∆t, ce qui engendre
une perte due au non-versement de la pénalité de rachat, valant

(

0.01×∆t × V (t −∆t, PA) pour 0< t −∆t < 5

0 pour 5< t −∆t < 10

• passant de l’instant t à t−∆t, nous perdons la capitalisation de la réserve sur une période∆t, soit

ln(1.0025)×∆t × V (t −∆t, PA)

• la perte du versement de la prime périodique PA.
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1.4 Calcul par récurrence : schéma d’Euler

En terme de flux nets, nous obtenons donc

V (t −∆t, PA)

− V (t, PA)
=























−
�

ln(1.0025) + 0.01
�

×∆t × V (t −∆t, PA)

+ 0.001×∆t × (100 000− V (t −∆t, PA))− PA
pour 0< t −∆t < 5

− ln(1.0025)×∆t × V (t −∆t, PA)

+ 0.001×∆t × (100 000− V (t −∆t, PA))− PA
pour 5< t −∆t < 10.

Cette égalité peut se réécrire comme

V (t −∆t, PA) =







V (t,PA)+0.001×100 000×∆t−PA
1+(ln(1.0025)+0.001+0.01)×∆t pour 0< t −∆t < 5

V (t,PA)+0.001×100 000×∆t−PA
1+(ln(1.0025)+0.001)×∆t pour 5< t −∆t < 10.

D’autre part, si aucune prime n’est due entre ces deux instants, le bilan instantané est identique à
celui donné pour une prime unique et l’évolution de la réserve est donnée par l’équation (1.3), soit

V (t −∆t, PA) =







V (t,PA)+0.001×100 000×∆t
1+(ln(1.0025)+0.001+0.01)×∆t pour 0< t −∆t < 5

V (t,PA)+0.001×100 000×∆t
1+(ln(1.0025)+0.001)×∆t pour 5< t −∆t < 10.

Il reste finalement à déterminer la valeur de PA. De nouveau, la valeur de la réserve en 0+∆t doit
correspondre au premier versement de la prime, c’est-à-dire

V (0+, PA) = PA.

On cherche donc la valeur de la prime annuelle PA telle que l’égalité ci-dessus soit respectée. Cela
revient à identifier la racine de la fonction suivante

PA 7→ V (0+, PA)− PA.

Comme nous pouvons le constater sur le graphe de la Figure 1.2, cette fonction admet une unique
solution PA et celle-ci peut facilement être identifiée. Nous trouvons alors

PA= 9 759.35

qui coïncide bien avec le résultat 92 800.91
9.51 obtenu précédemment.
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FIGURE 1.2: Recherche de racine sur PA 7→ V (0+, PA)− PA.
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Chapitre 2

Assurance sur la vie classique

Nous supposons dans ce chapitre que l’individu considéré est soumis à la mortalité décrite par la
table XR ou la table XK, selon la nature du produit. Nous notons µ(x) le taux de mortalité instantané
à l’âge x . Afin de simplifier les calculs, ce dernier est supposé constant entre deux dates anniversaires
de l’assuré, c’est-à-dire µ(x + ξ) = µ(x) pour tout x entier et 0 ≤ ξ < 1. Il est alors obtenu grâce à
la relation suivante

px = exp (−µ(x))⇔ µ(x) = − ln px .

2.1 Capital différé avec contre-assurance des primes capitalisées ou de
la réserve

Un contrat de capital différé est généralement assorti d’une garantie décès liée aux primes déjà
versées par l’assuré. 1 En cas de décès de l’assuré, l’assureur s’engage ainsi typiquement à verser à un
bénéficiaire désigné :

- soit les primes payées du vivant de l’assuré, capitalisées au taux d’intérêt du contrat entre leur
date de versement et la date du décès ;

- soit la réserve mathématique du contrat.

La première option est sans nul doute plus compréhensible pour l’assuré. Ces deux formules sont en
fait équivalentes, en application d’un résultat énoncé et démontré en annexe (voyez l’Annexe B de
ce document).

Considérons un assuré ayant souscrit à l’âge x un contrat de capital différé de durée n, avec contre-
assurance de la réserve. Nous pouvons écrire le bilan financier instantané d’un tel contrat à l’instant
t dans l’intervalle ouvert (0, n) :

1. Afin de rendre le produit insensible à la mortalité et d’en faire un produit d’épargne particulièrement facile à gérer
pour l’émetteur, les “retraits” éventuels n’étant liés qu’à la mortalité en raison de la pénalisation importante sur le plan
fiscal de toute sortie anticipée.



2.2 Capital différé avec capital décès égal à la réserve avec un minimum

Recettes (+)

• intérêts produits par la réserve au taux d’intérêt instantané δ, soit

δV (t)

• prime éventuellement versée à l’instant t.

Dépenses (–)

• prestation en cas de décès de l’assuré au taux instantané µ(x + t), soit

µ(x + t)
�

V (t)− V (t)
�

= 0.

En annulant le capital sous risque à tout instant, nous avons donc transformé le contrat en une simple
opération d’épargne.

2.2 Capital différé avec capital décès égal à la réserve avec un mini-
mum

Supposons à présent que l’assureur désire protéger plus efficacement l’assuré dans l’éventualité d’un
décès prématuré en spécifiant un minimum de prestations en cas de décès. Plus précisément, suppo-
sons qu’en cas de décès de l’assuré, l’assureur versera à un bénéficiaire désigné le maximum entre la
réserve V (t) et un montant fixé à la souscription du contrat. Pour fixer les idées, considérons une tête
assurée âgée de 40 ans, souscrivant un contrat d’une durée 8 ans, avec un capital vie de €100 000.
Nous supposons que le taux d’intérêt technique est fixé à 0.25% sur base annuelle. Le taux d’intérêt
instantané δ associé au taux technique annuel vaut donc δ = ln(1.0025). Le capital décès s’élève
donc à présent à

max
�

V (t),€80 000
	

.

Notons que ce produit offre une garantie importante en cas de décès de l’assuré, ce qui en fait un
produit décès géré à l’aide de la table de mortalité XK.

Le bilan financier du contrat à l’instant t est donné par :

Recettes (+)

• intérêts produits par la réserve au taux d’intérêt instantané δ, soit δV (t)

• prime éventuellement versée à l’instant t.

Dépenses (–)

• prestation en cas de décès de l’assuré au taux instantané µ(40+ t), soit

µ(40+ t)
�

max
�

80 000, V (t)
	

− V (t)
�

.

Dans ce cas particulier, réécrire le bilan instantané en rebalançant les flux comme nous l’avons fait
précédemment ne simplifie pas les calculs actuariels.

Dès lors, si l’on écrit la réserve à l’instant t > 0 sous sa forme prospective (soit la valeur actuelle
moyenne des prestations futures déduction faite des primes futures) pour le cas d’une prime unique,
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2.2 Capital différé avec capital décès égal à la réserve avec un minimum

il vient

V (t) = 100 0008−t p40+t1.0025−(8−t) +

∫ 8

t
max

�

80 000, V (s)
	

s−t p40+t1.0025−(s−t)µ(40+ s)ds.

On constate que la réserve du contrat à l’instant t dépend des réserves ultérieures. Aucune solution
explicite n’est disponible pour cette équation et deux questions se posent naturellement : (i) la so-
lution existe-t-elle ? (ii) et si oui, est-elle unique ? La réponse à ces deux questions est affirmative.
Nous renvoyons le lecteur intéressé à Willame (2017) pour un traitement approfondi de la question.
Nous montrons ici comment obtenir l’unique solution à ce problème.

Dans un premier temps, supposons que l’individu finance son contrat par prime unique. La construc-
tion de la solution est obtenue grâce à la méthode d’Euler avec une condition terminale, comme
expliqué par exemple dans le livre de Dickson et al. (2009). Choisissons un pas de discrétisation∆t.

Nous savons que la réserve au terme des 8 ans doit correspondre au capital promis en cas de vie, soit
€100 000. Nous pouvons alors construire, pas à pas, l’évolution de la réserve en partant de l’instant
t = 8. L’idée est d’égaler V (t)− V (t −∆t) au bilan financier instantané du produit.

Procédons comme nous l’avons fait dans l’exemple introductif et donnons le premier pas de la mé-
thode. Plaçons nous à l’instant t = 8. Le but est alors de construire la réserve à l’instant 8−∆t grâce
au bilan financier instantané :

Recettes (+)

• l’individu étant en vie à l’instant 8, il l’a nécessairement été en 8−∆t. Cela engendre un gain sur
la prestation qui aurait dû être payée en cas de décès de l’assuré, soit

µ(40+ 8−∆t)×∆t ×
�

max
�

80 000, V (8−∆t)
	

− V (8−∆t)
�

.

Dépenses (–)

• passant de l’instant 8 à 8 −∆t, nous perdons la capitalisation de la réserve sur une période ∆t,
soit

ln(1.0025)×∆t × V (8−∆t).

En terme de flux nets, nous obtenons donc

V (8−∆t)− V (8) = − ln(1.0025)×∆t × V (8−∆t)

+µ(40+ 8−∆t)×∆t ×
�

max
�

80 000, V (8−∆t)
	

− V (8−∆t)
�

. (2.1)

Malheureusement, V (8−∆t) étant inconnue à ce stade, il est impossible d’effectuer le maximum
et de l’obtenir en fonction de V (8). Le pas ∆t étant supposé suffisamment petit, nous remplaçons
V (8−∆t) par V (8) dans le membre de droite de (2.1) pour obtenir

V (8−∆t)− V (8) = − ln(1.0025)×∆t × 100 000

⇔ V (8−∆t) = 100 000×
�

1− ln(1.0025)×∆t
�

.

D’une manière générale, en utilisant le même argument que celui cité ci-dessus, la variation du bilan
instantané entre l’instant t (multiple du pas de discrétisation) et t −∆t est donnée par :
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2.2 Capital différé avec capital décès égal à la réserve avec un minimum

Recettes (+)

• l’individu étant en vie à l’instant t, il l’a nécessairement été en t −∆t. Cela engendre un gain sur
la prestation qui aurait dû être payée en cas de décès de l’assuré, valant

µ(40+ t)×∆t ×
�

max
�

80 000, V (t)
	

− V (t)
�

.

Dépenses (–)

• passant de l’instant t à t−∆t, nous perdons la capitalisation de la réserve sur une période∆t, soit

ln(1.0025)×∆t × V (t).

En terme de flux nets, nous obtenons donc

V (t−∆t)−V (t) = µ(40+ t)×∆t×
�

max
�

80 000, V (t)
	

−V (t)
�

− ln(1.0025)×∆t×V (t). (2.2)

L’égalité ci-dessus est une discrétisation de l’équation de Thiele dans ce cas particulier. En procédant
de la sorte, nous construisons la réserve sur tout l’intervalle de temps [0,8]. En cas de financement
par prime unique, celle-ci correspond à la réserve initiale et vaut €98 022.32.

Comme nous l’avons fait dans l’exemple introductif, en cas de financement par primes annuelles de
montant PA, nous tenons compte du paiement de la prime aux dates d’échéance lors de la construc-
tion pas à pas de la réserve. Néanmoins, la prime PA est inconnue. On construit alors la réserve
comme une fonction de cette dernière et on la détermine ensuite en résolvant numériquement une
équation implicite. Nous notons dorénavant la réserve V (t, PA) et nous considérons ainsi la fonction
bidimensionnelle

(t, PA) 7→ V (t, PA) .

D’une part, si le paiement de la prime constante PA est dû entre les instants t et t−∆t, nous obtenons :

Recettes (+)

• l’individu étant en vie à l’instant t, il l’a nécessairement été en t −∆t. Cela engendre un gain sur
la prestation qui aurait dû être payée en cas de décès de l’assuré, valant

µ(40+ t)×∆t ×
�

max
�

80 000, V (t, PA)
	

− V (t, PA)
�

.

Dépenses (–)

• passant de l’instant t à t−∆t, nous perdons la capitalisation de la réserve sur une période∆t, soit

ln(1.0025)×∆t × V (t, PA) .

• perte du versement de la prime périodique PA.

En terme de flux nets, nous obtenons donc

V (t −∆t, PA)− V (t, PA) = µ(40+ t)×∆t ×
�

max
�

80 000, V (t, PA)
	

− V (t, PA)
�

− ln(1.0025)×∆t × V (t, PA)− PA.
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2.2 Capital différé avec capital décès égal à la réserve avec un minimum

Ce qui peut être réécrit comme

V (t −∆t, PA) = V (t, PA) +µ(40+ t)×∆t ×
�

max{80 000, V (t, PA)} − V (t, PA)
�

− ln(1.0025)×∆t × V (t, PA)− PA. (2.3)

D’autre part, si aucune prime ne doit être payée, alors l’évolution de la réserve est donnée par (2.2).

Il reste finalement à déterminer la prime PA. Pour ce faire, rappelons que la réserve initiale correspond
au paiement de la première prime. On cherche donc PA telle que

V (0+, PA) = PA. (2.4)

La réserve étant toujours inférieure à €100 000, la prestation en cas de décès est comprise entre
€80 000 et€100 000. Nous obtenons donc des bornes simples pour la prime annuelle. Celle-ci est
comprise entre la prime annuelle lorsque la prestation décès consiste à rembourser€80 000, évaluée
à €12 424.26 et celle obtenue lorsque la prestation décès est de €100 000, soit €12 490.55.

Comme nous pouvons le constater sur le graphe à la Figure 2.1, la prime annuelle est l’unique solution
de l’équation (2.4) et peut facilement être trouvée. En cherchant la racine de cette fonction, nous
trouvons une prime de €12 438.25.

En traçant la fonction PA 7→ V (0+, PA)−PA sur un plus grand horizon, tel que représenté à la Figure
2.2, nous pouvons relever quelques faits marquants :

- Lorsque PA tend vers 0, la fonction PA 7→ V (0+, PA)− PA converge vers la prime unique. Cela
rejoint le fait que la réserve initiale, lorsqu’aucun versement n’est effectué par l’assuré au cours
du contrat, correspond à la prime unique ;

- Lorsque PA tend vers la prime unique PU, V (0+, PA) − PA est négatif et témoigne d’un surfi-
nancement du contrat ;

- Le graphe nous donne un aspect linéaire. Ce n’est cependant qu’une impression visuelle, comme
on peut le constater sur le graphe à la Figure 2.3, obtenu en fixant le taux de mortalité ins-
tantané ainsi que le pas de discrétisation à 1 afin de rendre les choses visibles. La fonction
R+ 7→ R : PA 7→ V (0+, PA) est en réalité linéaire par morceaux. Une preuve peut être consultée
dans l’annexe E.

Remarque 2.2.1 En cas de financement par primes périodiques, notons que l’approche classique consis-
tant à calculer la prime unique et à la convertir en primes périodiques (à l’aide d’un facteur de conversion
correspondant à un prix de rente payable par anticipation) ne fonctionne pas avec ce type de prestation.
En cas de prime unique, V (t) est constamment supérieure à €80 000 et est donc remboursée à l’assuré
en cas de décès. La conversion de cette prime unique en primes annuelles donnerait €12 360.13.

Dans ce contexte, ce raisonnement s’avère malheureusement erroné. En effet, en cas de financement par
primes annuelles, la réserve est d’abord inférieure à €80 000 et la prestation en cas de décès consiste
alors à verser la somme de €80 000. La couverture décès de l’assuré est bien plus importante que celle
envisagée initialement, impliquant une prime annuelle plus élevée, évaluée à €12 438.25. On conçoit
donc l’importance de la construction pas à pas de la réserve, permettant de prendre en considération
l’évolution de cette dernière avant €80 000.

Notons que la prime annuelle n’est que légèrement supérieure au cas où seule la réserve est rem-
boursée. Cela s’explique simplement par une faible mortalité pour un individu de 40 ans. La Table
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2.2 Capital différé avec capital décès égal à la réserve avec un minimum
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FIGURE 2.1: Recherche de racine sur la fonction PA 7→ V (0+, PA)− PA.

2.1 décrit l’évolution de la prime lorsque l’âge à la souscription augmente (les autres paramètres
restent identiques). Le capital décès minimum n’engendre donc qu’un faible surcoût pour l’assuré,
tout en offrant une protection plus complète.

Âge à la Prime pour un capital Prime pour un capital
souscription décès max{80 000, V (t)} décès V (t)

40 12 438.25 12 360.13
50 12 538.20 12 360.13
60 12 821.52 12 360.13

TABLE 2.1: Evolution de la prime annuelle en fonction de la garantie décès.
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2.3 Capital différé avec option de rachat
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FIGURE 2.2: Recherche de racine sur PA 7→
V (0+, PA)− PA.
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FIGURE 2.3: Fonction PA 7→ V (0+, PA) pour
µ=∆t = 1.

2.3 Capital différé avec option de rachat

Supposons à présent que l’assuré peut résilier son contrat aux conditions suivantes. Une pénalité
de rachat de 1% sur la réserve est prélevée durant les 7 premières années. Cependant, si le rachat
survient au cours de la 8ème année de contrat, la réserve est intégralement remboursée. Notons que
même en l’absence de pénalité de rachat la 8ème année, l’assuré devra en supporter les conséquences
fiscales (à savoir le précompte mobilier sur le rendement fictif de 4.75%). Nous supposons donc que
le taux de rachat est constant sur toute la période, évalué à 2%.

Considérons le même individu que précédemment. Nous supposons toujours que le capital promis
en cas de vie au terme s’élève à €100 000 et que le taux d’intérêt technique est fixé à 0.25% sur
base annuelle.

Nous notons c(t) la prestation versée aux bénéficiaires en cas de décès de l’individu à l’instant t et
nous analysons ultérieurement les différentes possibilités.

D’une manière générale, analysons le bilan financier instantané à l’instant t < 7 :

Recettes (+)

• intérêts produits par la réserve au taux d’intérêt instantané δ, soit

ln(1.0025)V (t)

• versement éventuel d’une prime.

Dépenses (–)

• prestation c(t) en cas de décès de l’assuré au taux de mortalité instantané µ(40+ t), soit

µ(40+ t)
�

c(t)− V (t)
�

(2.5)

• prestation en cas de rachat de l’assuré au taux 0.02, soit

0.02×
�

0.99V (t)− V (t)
�

= 0.02× 0.01×
�

− V (t)
�

.
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2.3 Capital différé avec option de rachat

En rebalançant les flux, nous obtenons le bilan financier instantané à l’instant t < 7 suivant :

Recettes (+)

• intérêts produits par la réserve au taux d’intérêt instantané δ̃ = ln
�

1.0025exp(0.02× 0.01)
�

, soit
�

ln(1.0025) + 0.02× 0.01
�

× V (t) = ln
�

1.0025exp (0.02× 0.01)
�

× V (t)

• versement éventuel d’une prime.

Dépenses (–)

• prestation c(t) en cas de décès au taux µ(40+ t), soit

µ(40+ t)
�

c(t)− V (t)
�

. (2.5)

Nous avons donc ici modifié le taux d’intérêt technique pour tenir compte des rachats (il s’agit donc
d’une variante de ce qui a été fait dans l’exemple introductif du Chapitre 1).

Regardons maintenant ce bilan lorsque t ≥ 7, nous obtenons :

Recettes (+)

• intérêts produits par la réserve au taux d’intérêt instantané δ = ln(1.0025), soit

ln(1.0025)V (t)

• versement éventuel d’une prime.

Dépenses (-)

• prestation c(t) en cas de décès au taux µ(40+ t), soit

µ(40+ t)
�

c(t)− V (t)
�

(2.5)

• prestation en cas de rachat de l’assuré au taux 0.02, soit

0.02×
�

V (t)− V (t)
�

= 0.

Sur la dernière année, nous constatons que le rachat peut simplement être supprimé du modèle en
n’impactant pas le taux d’intérêt.

En modifiant le taux d’intérêt instantané en conséquence, nous pouvons donc ignorer la faculté de ré-
siliation sur l’entièreté du contrat. Nous remplaçons donc le taux d’intérêt instantané δ = ln(1.0025)
par δ̃(·) défini comme :

δ̃(t) =

(

ln
�

1.0025exp (0.02× 0.01)
�

si t<7

ln (1.0025) sinon.
(2.6)

Nous nous intéressons maintenant à l’évaluation des primes en fonction de la prestation promise en
cas de décès :

- soit la prestation décès c(t) consiste à rembourser les primes payées du vivant de l’assuré,
capitalisées au taux d’intérêt du contrat entre leur date de versement et la date du décès. Notez
cependant que pour la détermination du capital décès le taux de capitalisation des primes reste
égal à 0.25% alors que le taux technique dans la nouvelle base est donné par δ̃(·). En prenant
en compte cette nuance, nous pouvons calculer la réserve à l’aide du développement effectué
dans l’Annexe F de ce document ;
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2.4 Rente avec protection temporaire du capital

- soit la prestation décès c(t) consiste à rembourser la réserve, c’est-à-dire

c(t) = V (t).

Nous pouvons alors effectuer le développement de la Section 2.1 mais avec le taux d’intérêt
technique δ̃(·) ;

- soit la prestation décès c(t) consiste à rembourser le maximum entre la réserve et un capital
fixé à la souscription de €80 000, c’est-à-dire

c(t) =max
�

80 000, V (t)
	

.

De nouveau, cela revient à faire le même développement que celui effectué dans la Section 2.2
mais avec le taux d’intérêt technique δ̃(·).

Soulignons que pour les deux premiers cas, le produit est géré à l’aide de la table XR, tandis que dans
le troisième cas, la table XK doit être utilisée.

Les résultats sont repris à la Table 2.2. Nous voyons que la même prime unique est obtenue dans le
cas du remboursement de la réserve ou du maximum entre celle-ci et €80 000. Cependant, confor-
mément à la Remarque 2.2.1, les primes annuelles sont bien différentes. Finalement, notons que,
comme attendu, les primes obtenues sont inférieures à celles sans possibilité de rachat.

Garantie décès Prime unique (en €) Prime annuelle (en €)
Aucune 96 559.57 12 248.69

Primes non capitalisée 97 869.46 12 350.63
Primes capitalisée 97 884.02 12 351.39

Réserve 97 885.18 12 351.45
max

�

€80 000, V (t)
	

97 885.18 12 429.62

TABLE 2.2: Primes uniques et annuelles pour différents types de capitaux décès.

2.4 Rente avec protection temporaire du capital

Beaucoup d’assurés hésitent à convertir leur capital en rente car ils ont l’impression que leur décès
prématuré ferait perdre à leurs héritiers l’investissement dans le produit. L’actuaire peut facilement
éviter une telle frustration en adjoignant à la rente une couverture temporaire décès. On peut ainsi
imaginer pendant une période de 3 à 5 ans prévoir un capital décès valant :

- la prime unique du contrat, ou

- la prime unique déduction faite des arrérages payés jusqu’au décès, ou

- la réserve du contrat à l’instant du décès.

Si les deux premiers cas se traitent aisément à partir du principe d’équivalence, l’équation de Thiele
nous apprend que le dernier cas revient à annuler les taux de mortalité sur cette première période
du contrat.

Pour fixer les idées, considérons une rente viagère annuelle de€12 000 souscrite par un assuré âgé
de 65 ans, avec un taux d’intérêt technique de 1.5% 2. Nous fixons la durée de la couverture décès à

2. Taux en vigueur en octobre 2017 pour un produit du type rente viagère commercialisé par un grand assureur belge.
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2.4 Rente avec protection temporaire du capital

3 ans. Dans le premier cas, si l’assuré décède endéans ces 3 ans, la prime unique PU est remboursée
au bénéficiaire. La prime unique est alors la solution de l’équation

PU = 12 000
∑

k≥65
kp651.015−k + PU

∫ 3

0

1.015−t
t p65µ(65+ t)dt

= 12 000
∑

k≥65

exp

 

−
k−1
∑

j=0

µ(65+ j)

!

1.015−k

+PU
�

µ(65)
µ(65) + ln(1.015)

�

1− exp
�

−µ(65)− ln(1.015)
�

�

+
µ(66)

µ(66) + ln 1.015

exp
�

−µ(65)
�

1.015

�

1− exp
�

−µ(66)− ln(1.015)
�

�

+
µ(67)

µ(67) + ln 1.015

exp
�

−µ(65)−µ(66)
�

1.0152

�

1− exp
�

−µ(67)− ln1.015
�

�

�

.

La solution vaut
PU=€201 794.1.

Si le capital décès correspond à la prime unique déduction faite des versements déjà effectués, la
prime unique est la solution de l’équation

PU = 12 000
∑

k≥65
kp651.015−k + PU

∫ 1

0

1.015−t exp
�

− tµ(65)
�

µ(65)dt

+(PU− 12 000)

∫ 2

1

1.015−t exp
�

−µ(65)− (t − 1)µ(66)
�

µ(66)dt

+(PU− 24 000)

∫ 3

2

1.015−t exp
�

−µ(65)−µ(66)− (t − 2)µ(67)
�

µ(67)dt.

En évaluant les intégrales, il vient

PU = 12 000
∑

k≥65

exp

 

−
k−1
∑

j=0

µ(65+ j)

!

1.015−k

+PU
µ(65)

µ(65) + ln(1.015)

�

1− exp
�

−µ(65)− ln(1.015)
�

�

+(PU− 12 000)
µ(66)

µ(66) + ln(1.015)

exp
�

−µ(65)
�

1.015

�

1− exp
�

−µ(66)− ln1.015
�

�

+(PU− 24 000)
µ(67)

µ(67) + ln(1.015)

exp
�

−µ(65)−µ(66)
�

1.0152

�

1− exp
�

−µ(67)− ln 1.015
�

�

.

On trouve alors
PU=€201 336.8.

Si le capital décès correspond à la réserve, le bilan instantané du contrat à l’instant t < 3 montre
que le capital sous risque s’annule. Le remboursement de la réserve en cas de décès qui surviendrait
au cours des trois premières années est donc équivalent à une mortalité nulle sur cette période,
en application du théorème de Cantelli. Nous en déduisons que nous pouvons effectuer les calculs

18



2.4 Rente avec protection temporaire du capital

comme si le versement de la rente était certain durant ce laps de temps (une annuité temporaire,
donc). Après 3 ans, plus aucune prestation en cas de décès n’est prévue impliquant le retour de la
mortalité dans le modèle. La prime unique vaut donc

PU = 12 000×
�

1
1.015

+
1

1.0152
+

1
1.0153

�

+12 000×

�

1
1.0153

exp
�

−µ(69)
�

1.015
+

1
1.0153

exp
�

−µ(69)−µ(70)
�

1.0152
+ . . .

�

.

On trouve alors une prime de
PU=€201 502.3.

On peut alors comparer l’évolution de la réserve dans les différentes situations envisagées. Nous
obtenons le graphe visible à la Figure 2.4. Après 3 ans, les réserves sont identiques puisqu’il n’y a
plus de prestation en cas de décès de l’assuré. Dès lors, l’unique différence se situe sur les 3 premières
années où la réserve avec couverture en cas de décès est évidemment supérieure à celle où il n’y en
a pas.
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FIGURE 2.4: Comparaison des réserves avec/sans contre-assurance de la réserve sur les 3 premières
années.
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2.4 Rente avec protection temporaire du capital

Nous terminons cette section avec une discussion sur la durée de couverture décès. L’évolution de
la prime lorsque ce paramètre varie est visible sur le graphe de la Figure 2.5. On constate une plus
forte croissance en cas de remboursement de la prime unique alors qu’elle est plus modérée pour
les deux autres couvertures décès. Cela provient du fait que pour les deux dernières possibilités, le
capital décès va décroître au fil du temps alors qu’il reste constant en cas de remboursement de la
prime unique.
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FIGURE 2.5: Evolution de la prime unique en fonction de la durée de la couverture temporaire décès.
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Chapitre 3

Pour conclure, une approche automatique
de calcul des primes et des réserves en

assurance vie

3.1 Approche proposée

Les expressions analytiques présentent indéniablement l’avantage de mieux appréhender la dyna-
mique du contrat. En pratique cependant, l’actuaire peut fort bien se contenter d’une approche nu-
mérique souple et rapide, fournissant le graphe de l’évolution de la réserve au cours du temps, et
permettant le calcul des primes à l’aide du principe d’équivalence.

C’est précisément ce que permet l’équation de Thiele. L’utilisateur définit ainsi :

- la table de mortalité ;

- la table de maintien ;

- le taux d’intérêt technique ;

- la périodicité du paiement de la prime ;

- les échéances et les montants des versements en cas de vie ;

- les prestations en cas de décès ;

- les pénalités de rachat éventuelles.

L’outil permet alors de calculer le montant des primes puis déroule les réserves en cours de contrat.

3.2 Algorithme de calcul

Considérons un individu d’âge x souscrivant une police pour une durée n. Considérons un modèle à
trois états constitué de l’état actif où le contrat est en vigueur (noté a), de l’état résiliation ou rachat
(noté r) et de l’état décédé (noté †), tel que représenté à la Figure 3.1.

Nous notons µ†(x + t) le taux de mortalité instantané à l’âge x + t, µr(t) le taux de résiliation
instantané à l’instant t et δ(t) le taux d’intérêt technique instantané à l’instant t. Tous les calculs
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3.2 Algorithme de calcul

peuvent être effectués en faisant dépendre µr(t) de variables explicatives, comme l’âge de l’assuré
ou la somme assurée, par exemple.

Actif (a) Décédé (†)

Résiliation (r)

µ†

µ
r

FIGURE 3.1: Modélisation générale

Nous désignons par cr(t) la prestation en cas de résiliation du contrat et par c†(t) la prestation en
cas de décès de l’individu à l’instant t. Ces deux dernières fonctions peuvent dépendre de la réserve.
Nous notons également β(t) le montant de la rente, fixé contractuellement, qui doit être versé à
l’individu en vie à l’instant t.

Pour la suite de la section, nous supposons que :

- les primes et les rentes sont évidemment positives ;

- les fonctions cr(t) et c†(t) sont monotones en t et, le cas échéant, monotones et continues
(éventuellement par morceaux) en V (t).

Dans un premier temps, considérons un contrat financé par le paiement d’une prime unique PU. En
égalant le bilan financier instantané à la variation de réserve V (t)− V (t −∆t), si un arrérage de la
rente est dû entre les instants t et t −∆t, nous obtenons

V (t −∆t)− V (t) = −δ(t)×∆t × V (t) + β(t) +µr(t)×∆t ×
�

cr(t)− V (t)
�

+µ†(x + t)×∆t ×
�

c†(t)− V (t)
�

ce qui donne

V (t −∆t) = −δ(t)×∆t × V (t) + β(t) +µr(t)×∆t ×
�

cr(t)− V (t)
�

+µ†(x + t)×∆t ×
�

c†(t)− V (t)
�

+ V (t). (3.1)

Si aucun arrérage n’est dû entre les instants t et t −∆t, nous obtenons

V (t −∆t) = −δ(t)×∆t × V (t) +µr(t)×∆t ×
�

cr(t)− V (t)
�

+µ†(x + t)×∆t ×
�

c†(t)− V (t)
�

+ V (t). (3.2)

Dès lors, en partant de la valeur de la réserve à l’instant n, nous pouvons construire les réserves et
obtenir finalement V (0+) = PU. Notez que pour :

- un produit avec une prestation en cas de vie au terme, V (n) = K correspond au capital promis ;

- un produit de type décès, la réserve finale est nulle et donc V (n) = 0 ;

- une rente viagère/temporaire, V (n) = β(n), indiquant que la réserve terminale correspond au
paiement de la dernière rente.
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3.3 Applications

Supposons maintenant que l’individu finance son contrat par le paiement de primes annuelles PA.
Il faut donc tenir compte du schéma de paiement de la prime dans la construction de la réserve.
Cependant, la prime est inconnue. Nous regardons alors la réserve comme une fonction de cette
dernière et nous la déterminons ensuite via une recherche de racine. On analyse la fonction suivante

(t, PA) 7→ V (t, PA).

Afin de ne pas alourdir l’exposé, supposons dans un premier temps que la police ne prévoit aucune
rente au profit de l’assuré en vie.

Nous égalons le bilan financier instantané de l’individu à la variation de réserve V (t, PA) − V (t −
∆t, PA). D’une part, si le paiement de la prime annuelle PA est due entre les instants t et t −∆t,
nous avons

V (t −∆t, PA)− V (t, PA) = −δ(t)×∆t × V (t, PA)− PA+µr(t)×∆t ×
�

cr(t)− V (t, PA)
�

+µ†(x + t)×∆t ×
�

c†(t)− V (t, PA)
�

ce qui donne

V (t −∆t, PA) = −δ(t)×∆t × V (t, PA)− PA+µr(t)×∆t ×
�

cr(t)− V (t, PA)
�

+µ†(x + t)×∆t ×
�

c†(t)− V (t, PA)
�

+ V (t, PA). (3.3)

Si aucune prime ne doit être versée entre ces deux instants, nous avons alors

V (t −∆t, PA) = −δ(t)×∆t × V (t, PA) +µr(t)×∆t ×
�

cr(t)− V (t, PA)
�

+µ†(x + t)×∆t ×
�

c†(t)− V (t, PA)
�

+ V (t, PA). (3.4)

Si la police prévoit le versement d’une rente à l’assuré en vie, il est clair que celle-ci débutera après un
certain délai d, le paiement des primes annuelles se faisant alors entre le début du contrat et l’instant
d. Typiquement, il s’agit d’une rente viagère/temporaire différée. D’une part, si nous sommes après
le délai d, c’est-à-dire lorsque la rente est en cours de service, l’évolution de la réserve est donnée
par les équations (3.1) et (3.2). D’autre part, si nous sommes avant d, l’évolution de la réserve est
donnée par les équations (3.3) et (3.4).

De nouveau, en partant de la valeur de la réserve à l’instant n, nous pouvons construire, pas à pas,
V (t, PA) sur toute la durée du contrat. En rappelant que V (0+, PA) = PA, nous effectuons donc une
recherche de racine sur

PA 7→ V (0+, PA)− PA. (3.5)

3.3 Applications

Le but de cette section est de montrer comment l’outil théorique développé précédemment peut être
implémenté sans trop de difficultés.
Pour ce faire, nous utilisons l’exemple d’une assurance solde restant dû (SRD) et du capital différé
avec un minimum garanti en cas de décès et faculté de rachat.
Pour ces deux exemples, aucune rente au profit de l’assuré en vie n’est prévue et le contrat peut être
financé par prime unique ou par primes annuelles.
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3.3 Applications

Pour les cas traités dans cette section, la routine principale est tout à fait identique, seuls les para-
mètres vont changer. Nous commençons par expliquer ce pseudo-code et nous détaillons ensuite en
fonction de la couverture considérée.

Nous appelons la routine eval_res. Celle-ci prend en paramètre les variables x pour l’âge de l’individu,
n pour la durée du contrat, paymt_lgt pour la durée de paiement des primes annuelles, paymt_term
pour le paiement dû en cas de vie de l’assuré au terme, i pour le taux d’intérêt instantané, step_unit
pour le nombre de pas par année, c† pour la prestation en cas de décès (qui peut dépendre du temps
ainsi que de la réserve), µ† pour le vecteur contenant les taux de mortalité instantanés, cr pour la
prestation en cas de résiliation (qui peut également dépendre du temps ainsi que de la réserve), µr

pour le vecteur comprenant les taux de résiliation instantanés et a_premium pour la prime annuelle.
Soulignons qu’en cas de prime unique, paymt_lgt et a_premium sont fixées à 0.

Une nouvelle fois, nous insistons sur l’approche à reculons et commençons par initialiser les variables
suivantes

cpt = n×step_unit + 1

∆t = (1/step_unit)

vect_res = vector(0, length = cpt)

cpt = cpt − 1

vect_res[cpt] = paymt_term

time = n,

où cpt est le compteur de pas depuis le terme du contrat,∆t est une discrétisation du temps, vect_res
est un vecteur, de longueur cpt et où toutes les entrées sont initialisées à 0, dans lequel nous allons
stocker les évaluations successives de la réserve et time est la variable temporelle indiquant à quel
instant le contrat se situe, initialisée au terme du contrat. Notons que la réserve juste après le terme
est fixée à 0, tandis qu’au terme, elle vaut le capital promis en cas de vie.

Le cœur de la routine est donné par la boucle suivante que nous expliquons en suite

while(cpt>1) do {

if
�

(cpt−1)mod step_unit=0
�

and
�

(cpt−1)<=(paymt_lgt×step_unit)
�

do {

vect_res[cpt−1] =

�

vect_res[cpt] − a_premium − ∆t ×
�

i × vect_res[cpt]

− µ†[ceiling(x + time)] ×
�

c†(vect_res[cpt],cpt×∆t) − vect_res[cpt]
�

− µr[ceiling(time)] ×
�

cr(vect_res[cpt],cpt×∆t) − vect_res[cpt]
�

�

�

}

else do {

vect_res[cpt−1] =

�

vect_res[cpt] − ∆t ×
�

i × vect_res[cpt]

− µ†[ceiling(x + time)] ×
�

c†(vect_res[cpt],cpt×∆t) − vect_res[cpt]
�

− µr[ceiling(time)] ×
�

cr(vect_res[cpt],cpt×∆t) − vect_res[cpt]
�

�

�

}

cpt = cpt − 1

time = time − ∆t
}.
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3.3 Applications

Premièrement, la boucle va permettre de construire la réserve sur toute la durée du contrat. Deuxiè-
mement, la condition nous permet de savoir si le paiement de la prime annuelle a lieu ou non. Nous
supposons ici que le paiement de la prime est acté en t+. Cela sous-entend que si un paiement est dû
en t, il sera pris en compte entre les instants t+∆t et t (et non entre t et t−∆t). Si la condition est
satisfaite, ce qui signifie qu’en passant de l’instant t +∆t à t nous atteignons une année entière en t
et que le paiement d’une prime est attendu pour cette année, la variation de la réserve entre ces deux
instants est expliquée par l’équation (3.3). Si ce n’est pas le cas, ce qui signifie que nous n’atteignons
pas une année entière ou que nous sommes en dehors du délai de versement des primes, la variation
de la réserve est alors donnée par (3.4).

Notez qu’en cas de financement par prime unique, nous posons paymt_lgt et a_premium à 0. Dès
lors, la routine ne passe que dans le "else" et l’évolution de la réserve est donnée par l’équation (3.2).
Finalement, nous décrémentons le compteur cpt et l’instant courant du contrat, soit time.

Une fois la réserve construite sur l’entièreté du contrat, nous retournons le vecteur contenant ses
différentes évaluations

return(vect_res).

La première entrée de ce dernier contient donc la valeur de la réserve à l’instant 0+∆t.

3.3.1 Assurance du solde restant dû d’un emprunt

Considérons un homme d’âge x = 30 ans souscrivant un prêt hypothécaire à un taux de 2.16% 1

pour un montant de €250 000 et une durée de n = 20 années. Notons SRD(t) pour désigner le
solde restant dû en t défini par

SRD(t) = 250 000×

∑20−btc
k=1 1.0216−k

∑20
k=1 1.0216−k

× (1.0216)t−btc. (3.6)

Nous constatons l’évolution du SRD sur le graphe de la Figure 3.2.

Nous supposons qu’il souscrit également une assurance solde restant dû à hauteur de 100 %, ce qui
signifie que si l’individu décède à l’instant t l’entièreté de SRD(t) est versée à l’organisme prêteur.
Cela revient à dire

c†(t) = SRD(t).

Nous admettons que le taux d’intérêt technique est de i = 0.75%. Vu les caractéristiques du produit,
l’individu est soumis à une mortalité donnée par la table XK.

Premièrement, le rachat n’a pas lieu d’être pour un tel produit. Par conséquent, nous faisons abstrac-
tion de cette faculté, ce qui revient, en considérant le modèle énoncé à la section précédente, à poser
µr(t) = 0.

Nous analysons le financement de ce type de couverture via une prime unique PU ou via le paiement
de primes annuelles anticipatives PA sur, par exemple, 2/3 de la durée du contrat, soit 13 ans.

1. Taux proposé le 24/10/2017 par une grande enseigne bancaire belge lorsque les revenus nets mensuels de l’individu
sont de €3 200.
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3.3 Applications
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FIGURE 3.2: Evolution du solde restant dû.

Vu que l’évolution de la réserve est donnée par la fonction eval_res mentionnée précédemment, il
suffit de lui fournir les bonnes entrées. Commençons par encoder le SRD, défini à l’équation (3.6),
qui sera remboursé en cas de décès de l’individu ainsi que les paramètres relatifs au prêt hypothécaire

### Loan(l) parameters.

l_sum = 250000 ; l_term = 20 ; l_rate = 0.0216

### SRD equation

annuity(time)= {

if (time=0) do {0}

else do {
∑time

k=1 (1+ l_rate)−k}

}
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3.3 Applications

SRD(time)= l_sum×annuity(l_term − floor(time))
annuity(l_term) ×(1+l_rate)time − floor(time)

Nous codons maintenant les paramètres relatifs au contrat d’assurance solde restant dû. Nous avons

### SRD parameters.

SRD_x = 30 ; SRD_n = l_term ; SRD_paymt_lgt = floor((2/3)×SRD_n)
SRD_paymt_term = 0 ; SRD_i = log(1.0075) ; SRD_step_unit = 10000

SRD_c†(res, time) = SRD(time) ; SRD_µ† = vect_µ†

SRD_cr(res,time) = 0 ; SRD_µr = vector(0,length=SRD_n),

où vect_µ† est le vecteur comprenant les taux de mortalité instantanés donnés par la table XK, suppo-
sés constants par année, pour les âges 0 jusque 109 et le nombre de pas par an est fixé arbitrairement
à 10000.

La prime unique, c’est-à-dire la valeur de la réserve à l’instant t = 0+∆t, est obtenue via

SRD_pure_prem = eval_res(SRD_x, SRD_n, 0, SRD_paymt_term, SRD_i, SRD_step_unit,

SRD_c†, SRD_µ†, SRD_cr, SRD_µr, 0)[1]

Celle-ci vaut €5 727.52

Conformément à l’équation (3.5), la prime annuelle, évaluée à €434.2, est calculée en effectuant
une recherche de racine, à partir des bornes 0 et SRD_pure_prem, sur la fonction suivante

SRD_fun_ap(a_premium) = eval_res(SRD_x, SRD_n, SRD_paymt_lgt, SRD_paymt_term,

SRD_i, SRD_step_unit, SRD_c†, SRD_µ†, SRD_cr,

SRD_µr, a_premium)[1] − a_premium.

3.3.2 Capital différé avec un minimum garanti en cas de décès et option de rachat

Nous considérons à présent l’exemple introduit dans la Section 2.3 où la prestation en cas de décès
consiste à verser le maximum entre la réserve et €80 000.

Dans ce contexte, le rachat est possible et le taux de résiliation est fixé à 2% sur la durée du contrat,
c’est-à-dire µr(t) = 0.02. Le versement en cas de rachat s’élève à

cr(t) =

(

0.99× V (t) si t < 7

V (t) sinon.

De son côté, la mortalité de l’individu est toujours donnée par la table XK et la prestation en cas de
décès est définie comme

c†(t) =max
�

80 000, V (t)
	

.

Vu le travail élaboré en amont, il nous suffit d’encoder les paramètres spécifiques à cette couverture.
Nous avons

cd_x = 40 ; cd_n = 8 ; cd_paymt_lgt = 7 ; cd_paymt_term = 100000

cd_i = log(1.0025) ; cd_step_unit = 10000 ; cd_c†(res,t) = max{80 000, res}
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3.3 Applications

cd_µ† = vect_µ†

cd_cr(res,t) = {

if (t<7) do {0.99×res}
else do {res}

}

cd_µr = vector(0.02, length = cd_n),

où cd_µr est bien un vecteur de taille 8 où toutes les entrées sont fixées à 0.02. Cependant, notez
que la dernière valeur de ce vecteur n’a aucune importance.

Contrairement à la Section 2.3, nous ne supprimons pas le rachat du modèle en modifiant le taux
d’intérêt mais nous nous contentons d’encoder les données "brutes", permettant ainsi une certaine
automatisation.

De nouveau, la prime unique est donnée par la première valeur du vecteur retourné par eval_res,
c’est-à-dire

cd_pure_prem = eval_res(cd_x, cd_n, 0, cd_paymt_term, cd_i, cd_step_unit,

cd_c†, cd_µ†, cd_cr, cd_µr, 0)[1].

D’autre part, la prime annuelle est obtenue en effectuant une recherche de racine, à partir des bornes
0 et cd_pure_prem, sur la fonction suivante

cd_fun_ap(a_premium) = eval_res(cd_x, cd_n, cd_paymt_lgt,cd_paymt_term,

cd_i, cd_step_unit, cd_c†, cd_µ†, cd_cr,

cd_µr, a_premium)[1]- a_premium.

Les résultats obtenus sont repris au Tableau 2.2.
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Chapitre 5

Un mot sur la série et les auteurs...

5.1 Les Detra Notes

Les Detra Notes sont une série de notes techniques à la fois pédagogiques et pertinentes pour les
professionnels de l’actuariat. Ces notes, rédigées dans un langage simple et accessible, sont publiées
par les membres de l’équipe Detralytics, un cabinet de conseil qui fournit des services d’expertise et
innovation aux entreprises nécessitant un soutien, une formation ou de la R&D en actuariat, data
science et gestion des risques. L’expertise Detralytics combine connaissance du marché et recherche
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Annexe A

Modélisation générale d’un contrat
d’assurance vie

Considérons un contrat donc les flux financiers futurs sont actualisés à l’aide d’une courbe des taux
décrite par le taux d’intérêt instantané δ(·). Le facteur d’actualisation v(t) est alors donné par

v(t) = exp

�

−
∫ t

0

δ(τ)dτ

�

.

Nous avons également pour s < t

v(s, t) = exp

�

−
∫ t

s
δ(τ)dτ

�

=
v(t)
v(s)

.

Il s’agit de la valeur actuelle à l’instant s d’une somme de €1 versée en t.

Le paiement des primes est décrit par une fonction Π représentant le montant cumulé payé par
l’assuré au cours du temps. Ainsi, Π(t) représente le montant total payé par l’assuré toujours en vie
à l’instant t, et Π(0+) = lim∆t↘0Π(∆t) représente le montant de la prime payée à la souscription
de la police. La fonction Π est non-décroissante et continue à gauche, c’est-à-dire satisfaisant

Π(t) = Π(t−) = lim
∆t↘0

Π(t −∆t)

pour tout t. Notons que par définition Π(0) = 0.

Les prestations promises par l’assureur en contrepartie des primes sont décrites par :

- la fonction c(·) telle que c(t) est le montant du capital versé à la date t par l’assureur si l’assuré
décède à l’instant t (donc à l’âge x + t) ;

- la fonction B(·) telle que B(t) le montant total versé par l’assureur à l’assuré toujours en vie à
l’instant t. La fonction B est non-décroissante et continue à gauche. Elle décrit les prestations
en rente.

La réserve V (t) du contrat à l’instant t, c’est-à-dire la partie des prestations futures qui ne sera pas
finançable à l’aide des primes futures (en valeur actuelle moyenne en t) vaut alors

V (t) =

∫ n

t
τ−t px+t v(t,τ)

�

dB(τ) +µ(x +τ)c(τ)dτ− dΠ(τ)
�

.
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Le principe d’équivalence s’écrit alors
V (0) = 0,

garantissant ainsi que le contrat est auto-suffisant sur toute sa durée.
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Annexe B

Neutralisation de la mortalité

Supposons que le capital décès correspond aux primes payées, capitalisées entre leur date de verse-
ment et la date du décès, déduction faite des éventuels versements en rente, c’est-à-dire que

c(t) =

∫ t

0

u(ξ, t)d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

où
u(ξ, t) =

�

v(ξ, t)
�−1

est le facteur de capitalisation entre ξ et t.

Un tel capital décès immunise en fait le produit de l’effet de la mortalité. Pour le voir, calculons la
réserve d’un tel contrat :

V (t) =

∫ n

t
τ−t px+t v(t,τ)

�

dB(τ) +µ(x +τ)c(τ)dτ− dΠ(τ)
�

=

∫ n

τ=t
τ−t px+t v(t,τ)µ(x +τ)

∫ τ

ξ=0

u(ξ,τ)d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

dτ

+

∫ n

τ=t
τ−t px+t v(t,τ)

�

dB(τ)− dΠ(τ)
�

=

∫ t

ξ=0

�∫ n

τ=t
τ−t px+t v(t,τ)u(ξ,τ)µ(x +τ)dτ

�

d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

+

∫ n

ξ=t

�

∫ n

τ=ξ
τ−t px+t v(t,τ)u(ξ,τ)µ(x +τ)dτ

�

d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

+

∫ n

τ=t
τ−t px+t v(t,τ)

�

dB(τ)− dΠ(τ)
�

Comme

v(t,τ)u(ξ,τ) = u(ξ, t) dans la première intégrale

v(t,τ)u(ξ,τ) = v(t,ξ) dans la seconde intégrale
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nous obtenons ensuite

V (t) =

∫ t

ξ=0

�∫ n

τ=t
τ−t px+tµ(x +τ)dτ

�

u(ξ, t)d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

+

∫ n

ξ=t

�

∫ n

τ=ξ
τ−t px+tµ(x +τ)dτ

�

v(t,ξ)d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

+

∫ n

τ=t
τ−t px+t v(t,τ)

�

dB(τ)− dΠ(τ)
�

=

∫ t

ξ=0

u(ξ, t)d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

n−tqx+t +

∫ n

ξ=t
ξ−t px+t n−ξqx+ξv(t,ξ)d

�

Π(ξ)− B(ξ)
�

+

∫ n

ξ=t
ξ−t px+t v(t,ξ)

�

dB(ξ)− dΠ(ξ)
�

.

En remarquant que

n−tqx+t = ξ−tqx+t + ξ−t px+t n−ξqx+ξ

= 1− ξ−t px+t + ξ−t px+t n−ξqx+ξ

nous obtenons enfin

V (t) =

∫ t

ξ=0

u(ξ, t)d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

n−tqx+t +

∫ n

ξ=t
v(t,ξ)d

�

Π(ξ)− B(ξ)
��

n−tqx+t − 1
�

=





∫ t

ξ=0

u(ξ, t)
︸ ︷︷ ︸

=u(0,t)v(0,ξ)

d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

+

∫ n

ξ=t
v(t,ξ)
︸ ︷︷ ︸

=v(0,ξ)u(0,t)

d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�





n−tqx+t

+

∫ n

ξ=t
v(t,ξ)d

�

B(ξ)−Π(ξ)
�

= u(0, t)

�

∫ n

ξ=0

v(0,ξ)d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

�

n−tqx+t +

∫ n

ξ=t
v(t,ξ)d

�

B(ξ)−Π(ξ)
�

.

Le principe d’équivalence V (0) = 0 donne alors ici

0 =

�

∫ n

ξ=0

v(0,ξ)d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

�

nqx +

∫ n

ξ=0

v(0,ξ)d
�

B(ξ)−Π(ξ)
�

=

�

∫ n

ξ=0

v(0,ξ)d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

�

�

nqx − 1
�

.

Si n<ω− x , où ω est l’âge ultime de la table de mortalité, nous devons donc avoir
∫ n

ξ=0

v(0,ξ)d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

= 0.
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Ceci nous permet d’écrire

V (t) =

∫ n

ξ=t
v(t,ξ)d

�

B(ξ)−Π(ξ)
�

= −

∫ t
ξ=0 v(t,ξ)d

�

B(ξ)−Π(ξ)
�

v(0, t)

=

∫ t

ξ=0

u(ξ, t)d
�

Π(ξ)− B(ξ)
�

= c(t)

où nous constatons que :

(i) la table de mortalité n’apparaît plus ;

(ii) la réserve coïncide avec le capital décès, tous deux étant égaux à la valeur capitalisée des
primes, déduction faite des éventuels paiements en cas de vie.

Dans le cas d’un capital différé avec contre-assurance des primes capitalisées, nous obtenons

B(t) =







0 si t ≤ n

1 si t > n

∫ n

ξ=0

v(0,ξ)dΠ(ξ) = v(0, n)

V (t) =

∫ t

ξ=0

u(ξ, t)dΠ(ξ) = c(t).
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Annexe C

Équation de Thiele

Thorvald Nicolai Thiele (24 décembre 1838 - 26 sep-
tembre 1910), professeur d’astronomie à l’Université
de Copenhague, est l’un des fondateurs de la com-
pagnie d’assurance vie danoise Hafnia et le premier
président de la société danoise des actuaires, fondée
en 1901.

Encadré 1 - Biographie de Thorvald Nicolai Thiele

L’équation de Thiele, du nom de son inventeur, décrit le bilan financier instantané du contrat à l’aide
de la différentielle de la réserve. Rappelons que

∂

∂ t

�

τ−t px+t v(t,τ)
�

=
∂

∂ t
exp

�

−
∫ τ

t

�

µ(x + ξ) +δ(ξ)
�

dξ

�

=
�

µ(x + t) +δ(t)
�

τ−t px+t v(t,τ).

Il vient alors

dV (t) = d

�∫ n

t
τ−t px+t v(t,τ)

�

dB(τ) +µ(x +τ)c(τ)dτ− dΠ(τ)
�

�

= −dB(t)−µ(x + t)c(t)d t + dΠ(t)

+

∫ n

t

�

µ(x + t) +δ(t)
�

τ−t px+t v(t,τ)
�

dB(τ) +µ(x +τ)c(τ)dτ− dΠ(τ)
�

d t

= −dB(t)−µ(x + t)c(t) + dΠ(t) +
�

µ(x + t) +δ(t)
�

V (t)d t

= δ(t)V (t)d t + d
�

Π(t)− B(t)
�

−µ(x + t)
�

c(t)− V (t)
�

d t.

Nous avons ainsi obtenu une équation différentielle

dV (t) = δ(t)V (t)d t + d
�

Π(t)− B(t)
�

−µ(x + t)
�

c(t)− V (t)
�

︸ ︷︷ ︸

=capital sous risque R(t)

d t
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avec la condition initiale V (0) = 0, dont on connaît la solution, à savoir

V (t) =

∫ n

t
v(t,τ)τ−t px+t

�

c(τ)µ(x +τ)dτ+ d
�

B(τ)−Π(τ)
�

�

.

L’application typique de ce résultat consiste à montrer que des frais exprimés en pourcentage de la
réserve reviennent à diminuer le taux d’intérêt technique en conséquence.
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Annexe D

Théorème de Cantelli

Après avoir travaillé jusqu’en 1903 comme astro-
nome à l’observatoire de Palerme, Francesco Paolo
Cantelli (20 décembre 1875 - 21 juillet 1966) a si-
gnificativement contribué à l’essor des sciences ac-
tuarielles tandis qu’il était employé de 1903 à 1923 à
l’Istituto di Previdenza della Cassa Depositi e Prestiti.
Il termina sa carrière comme Professeur de mathé-
matiques actuarielles, d’abord à l’Université de Ca-
tane, puis à l’Université de Naples et enfin à l’Uni-

versité La Sapienza à Rome jusqu’en 1951. Il fut l’un des fondateurs de l’Istituto Italiano degli
Attuari.

Encadré 2 - Biographie de Francesco Paolo Cantelli

Ce théorème garantit que deux produits ayant même bilan financier instantané sur toute leur durée
ont les mêmes réserves à tout instant. Plus précisément, moyennant le respect des conditions initiales

V (t) = eV (t) pour tout t⇔ dV (t) = deV (t) pour tout t

ou encore

δ(t)V (t)d t + d
�

Π(t)− B(t)
�

−µ(x + t)
�

c(t)− V (t)
�

d t

= eδ(t)eV (t)d t + d
�

eΠ(t)− eB(t)
�

− eµ(x + t)
�

ec(t)− eV (t)
�

d t.

Si nous revenons au problème de l’immunisation du produit par rapport à la mortalité, nous avons
vu que c(t) = V (t) de sorte que

dV (t) = δ(t)V (t)d t + d
�

Π(t)− B(t)
�

= eδ(t)eV (t)d t + d
�

eΠ(t)− eB(t)
�

− eµ(x + t)
�

ec(t)− eV (t)
�

d t

où δ = eδ, Π= eΠ, B = eB, et eµ(x + t) = 0 (de sorte que τ−tepx+t = 1). Nous pouvons lors conclure du
théorème de Cantelli que

V (t) = eV (t) =

∫ n

t
v(t,τ)d

�

B(τ)−Π(τ)
�

.
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Annexe E

Analyse de la fonction PA 7→ V (t, PA) de la
Section 2.2

Nous rappelons que la réserve est construite à reculons depuis la condition terminale. De plus, le
paiement des primes annuelles a lieu aux instants 0,1, . . . , 7. Dans cette annexe, nous montrons que
la fonction PA 7→ V (t, PA) est linéaire par morceaux, quelque soit l’instant d’évaluation t. Pour ce
faire, nous avons recours au schéma d’Euler mentionné précédemment.

Premièrement, quelle que soit la prime, vu qu’aucun versement n’est attendu sur l’intervalle ]7,8],
la réserve évolue de la même manière, cela signifie

V (t, PA) = V (t) pour t > 7.

Par conséquent, sur cet intervalle, la réserve est identique à celle obtenue pour la prime unique qui
est toujours supérieure à €80 000. La prestation en cas de décès consiste alors au versement de la
réserve.

Deuxièmement, entre 7+∆t et 7, nous avons le paiement de la prime. Grâce à l’équation (2.3) et
au fait que V (7+∆t)> €80 000, nous pouvons écrire

V (7,PA) = V (7+∆t)− ln(1.0025)×∆t × V (7+∆t)

+µ(40+ 7+∆t)×∆t ×
�

V (7+∆t)− V (7+∆t)
�

− PA

= V (7+∆t)×
�

1− ln(1.0025)×∆t
�

− PA
Not.
= A− PA, (E.1)

où A est une valeur connue et indépendante de PA.

Nous analysons maintenant la fonction PA 7→ V (7 − ∆t, PA). Si aucun versement de prime n’est
attendu entre les instants 7 et 7−∆t, en réinjectant (E.1) dans l’équation (2.2), nous obtenons

V (7−∆t, PA) = (A− PA)− ln(1.0025)×∆t × (A− PA)

+µ(40+ 7)×∆t ×
�

max{80 000, A− PA} − (A− PA)
�

. (E.2)
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Nous pouvons réécrire cette égalité comme

V (7−∆t, PA) =



























A×
�

1− ln(1.0025)×∆t −µ(40+ 7)×∆t
�

+ 80 000×µ(40+ 7)×∆t

− PA×
�

1− ln(1.0025)×∆t −µ(40+ 7)×∆t
�

si A− PA< 80 000

A×
�

1− ln(1.0025)×∆t
�

− PA×
�

1− ln(1.0025)×∆t
�

sinon.

Nous pouvons donc affirmer que PA 7→ V (7−∆t, PA) est linéaire par morceaux, de pentes négatives.

Afin de clarifier les idées, regardons encore une étape avant de généraliser. On analyse maintenant la
fonction PA 7→ V (7−2∆t, PA). Si aucun versement n’est attendu entre 7−∆t et 7−2∆t, l’équation
(2.2) nous donne

V (7− 2∆t, PA) = V (7−∆t, PA)− ln(1.0025)×∆t × V (7−∆t, PA)

+µ(40+ 7−∆t)×∆t ×
�

max
�

80 000, V (7−∆t, PA)
	

− V (7−∆t, PA)
�

. (E.3)

De nouveau, nous devons comparer la réserve courante avec€80 000. Nous avons maintenant trois
possibilités.

Soit A− PA<€80 000 impliquant V (7−∆t, PA)<€80 000 et donc

V (7− 2∆t, PA) = A×
�

1− ln(1.0025)×∆t −µ(40+ 7)×∆t
�

×
�

1− ln(1.0025)×∆t −µ(40+ 7−∆t)×∆t
�

+80 000×µ(40+ 7)×∆t ×
�

1− ln(1.0025)×∆t −µ(40+ 7−∆t)×∆t
�

+80 000×µ(40+ 7−∆t)×∆t

−PA×
�

1− ln(1.0025)×∆t −µ(40+ 7)×∆t
�

×
�

1− ln(1.0025)×∆t −µ(40+ 7−∆t)×∆t
�

.

Soit A− PA>€80 000 et V (7−∆t, PA)<€80 000, on trouve alors

V (7− 2∆t, PA) = A×
�

1− ln(1.0025)×∆t
�

×
�

1− ln(1.0025)×∆t −µ(40+ 7−∆t)×∆t
�

+80 000×µ(40+ 7−∆t)×∆t

−PA×
�

1− ln(1.0025)×∆t
�

×
�

1− ln(1.0025)×∆t −µ(40+ 7−∆t)×∆t
�

.

Finalement, si A− PA ainsi que V (7 −∆t, PA) sont deux valeurs supérieures à €80 000. Dans ce
dernier cas, on a

V (7− 2∆t, PA) = A×
�

1− ln(1.0025)×∆t
�

×
�

1− ln(1.0025)×∆t
�

−PA×
�

1− ln(1.0025)×∆t
�

×
�

1− ln(1.0025)×∆t
�

.

Par conséquent, PA 7→ V (7 − 2∆t, PA) est également une fonction linéaire par morceaux. Nous re-
marquons également que la pente est plus raide pour de petites valeurs de PA.

De manière générale, plaçons-nous à un instant t < 7 et supposons que V (t, PA) est linéaire par
morceaux en la prime annuelle PA. Nous voulons maintenant prouver que PA 7→ V (t −∆t, PA) l’est
également.
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D’une part, si le paiement d’une prime est dû entre ces deux instants, V (t −∆t, PA) est donnée par
l’équation (2.3). Il faut alors comparer la réserve courante à la valeur charnière :

- Si V (t, PA) est inférieure à €80 000, nous pouvons écrire

V (t −∆t, PA) = V (t, PA)×
�

1− ln(1.0025)×∆t −µ(40+ t)×∆t
�

− PA

+80 000×µ(40+ t)×∆t;

- si V (t, PA) est supérieure à €80 000, nous avons

V (t −∆t, PA) = V (t, PA)×
�

1− ln(1.0025)×∆t
�

− PA.

D’autre part, si aucune prime n’est due, V (t−∆t, PA) est donnée par l’équation (2.2). En distinguant,
on obtient :

- Si V (t, PA) est inférieure à €80 000, nous pouvons écrire

V (t −∆t, PA) = V (t, PA)×
�

1− ln(1.0025)×∆t −µ(40+ t)×∆t
�

+80 000×µ(40+ t)×∆t;

- si V (t, PA) est supérieure à €80 000, nous avons

V (t −∆t, PA) = V (t, PA)×
�

1− ln(1.0025)×∆t
�

.

Dans les quatre cas mentionnés ci-dessus, vu que la fonction PA 7→ V (t, PA) est linéaire par morceaux,
il est clair que PA 7→ V (t −∆t, PA) l’est également.
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Annexe F

Capital différé avec rachat et
remboursement des primes capitalisées en

cas de décès

Notons v(s, t;δ) pour désigner le facteur d’actualisation entre les instants s < t associé au taux
d’intérêt instantané δ(.). Rappelons également que δ̃(·) est défini par l’équation (2.6).

Supposons dans un premier temps que l’individu finance son contrat via le paiement d’une prime
unique. Dans ce contexte, la prestation en cas de décès à l’instant t est donnée par

c(t) = PU× 1.0025t .

En utilisant le principe d’équivalence, nous trouvons

PU= 100000v(0, 8; δ̃)8p40 + PU

∫ 8

0

1.0025t v(0, t; δ̃)t p40µ(40+ t)dt.

Grâce à la continuité par morceaux des intensités de décès et par définition de t p40, nous pouvons
réécrire

PU = 100 000v(0, 8; δ̃)exp

�

−
7
∑

t=0

µ(40+ t)

�

+PU

�

∫ 1

0

1.0025t v(0, t; δ̃)µ(40)exp (−tµ(40))dt

+

∫ 2

1

1.0025t v(0, t; δ̃)µ(41)exp (−µ(40)− (t − 1)µ(41))dt + . . .

+

∫ 8

7

1.0025t v(0, t; δ̃)µ(47)exp

�

−
6
∑

s=0

µ(40+ s)− (t − 7)µ(47)

�

dt

�

Not.
=

100 000
1.00258 × exp(7× 0.02× 0.01)

exp

�

−
7
∑

t=0

µ(40+ t)

�

+ PU× A.
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Grâce à la linéarité en la prime unique, cela revient à écrire

PU=
100 000

1.00258×exp(7×0.02×0.01) exp
�

−
∑7

t=0µ(40+ t)
�

1− A
.

où A est donné par

A =
µ(40)

ln
�

1.0025×exp(0.02×0.01)
1.0025

�

+µ(40)

�

1− exp
�

−µ(40)− ln
�1.0025× exp(0.02× 0.01)

1.0025

�

�

�

+
exp (−µ(40))

1.0025×exp(0.02×0.01)
1.0025

µ(41)

ln
�

1.0025×exp(0.02×0.01)
1.0025

�

+µ(41)
×

�

1− exp
�

−µ(41)− ln
�1.0025× exp(0.02× 0.01)

1.0025

�

�

�

+ . . .+
exp (−µ(40)− . . .−µ(46))
�

1.0025×exp(0.02×0.01)
1.0025

�7

µ(47)

ln
�1.0025

1.0025

�

+µ(47)

�

1− exp
�

−µ(47)− ln
�1.0025

1.0025

�

�

�

.

En cas de financement via le paiement de primes annuelles, la prestation en cas de décès à l’instant
t est donnée par

c(t) = PA×
�

(1.0025)t + (1.0025)t−1 + . . .+ (1.0025)t−btc
�

.

Par le principe d’équivalence, nous calculons

PA×
7
∑

s=0

exp
�

−
∑s−1

k=0µ(40+ k)
�

1.0025s × exp(s× 0.02× 0.01)
=

100 000× exp
�

−
∑7

s=0µ(40+ s)
�

1.00258 × exp(7× 0.02× 0.01)

+PA×

�

∫ 1

0

�

1.0025
1.0025× exp(0.02× 0.01)

�t

t p40µ(40)dt

+

∫ 2

1

�

(1.0025)t + (1.0025)t−1

1.0025t × exp(t × 0.02× 0.01)

�

t p40µ(41)dt + . . .

+

∫ 8

7

�

(1.0025)t + (1.0025)t−1 + . . .+ (1.0025)t−7

1.0025t × exp(7× 0.02× 0.01)

�

t p40µ(47)dt

�

.

En calculant comme nous l’avons fait précédemment, nous obtenons finalement

PA=
100 000

1.00258×exp(7×0.02×0.01) exp
�

−
∑7

s=0µ(40+ s)
�

∑7
s=0

�

exp
�

−
∑s−1

k=0 µ(40+k)
�

1.0025s×exp(s×0.02×0.01)

�

− A

,

où, une fois évalué, A est donné par

A =
7
∑

t=0

exp
�

−
∑t−1

s=0 µ(40+ s)
�

×
�

∑t
s=0

1
(1.0025)s

�

�

1.0025×exp(0.02×0.01)
1.0025

�t
µ(40+ t)

ln

�

exp
�

δ̃(t)
�

1.0025

�

+µ(40+ t)

×
�

1− exp
�

−µ(40+ t)− ln
�exp

�

δ̃(t)
�

1.0025

�

�

�

.
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